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1 Uvod i neki osnovni pojmovi

U ovom ¢lanku bavi¢emo se izracunavanjima nekih beskona¢nih suma, koje
su izmedu ostalog jedne od bitnijih u matematici. Standardna resenja problema
kojima ¢emo se baviti zahtevaju dobro poznavanje slozenog matematickog apa-
rata, pa bi takav pristup ovim problemima izgledao preglomazan. Tezi¢emo
tome da resenja budu $to je moguce elementarnija i zanimljiva a pritom pazeéi
na matematicku strogost izlaganja. Pod elementarnim resenjem problema pod-
razumevamo ono reSenje problema za c¢ije reSavanje je potreban matematicki
aparat ne veéi od onog koji je potreban za shvatanje postavke problema.

Videéemo i vezu izmedu nekih redova i nekih problema u Teoriji verovatnoca,
kao i zasto sa pravom mozemo reci da je skup prostih brojeva ” gradivni element”,
u pravom smislu rec¢i, skupa prirodnih brojeva.

Definicija 1. Beskonaénu sumu ai+as—+...+a,+... realnih brojeva nazivamo
red. Koristimo oznaku

+oo

Z ag.

k=1

Zbir S, = a1 + ... + a, nazivamo n-ta parcijalna suma reda a red
—+oo
> @
k=n-+1
naziva se ostatak ili rep reda.

Definicija 2. Red konvergira ako konvergira niz parcijalnih suma i ta vrednost
naziva se suma reda. U suprotnom kaZemo da red divergira.

Teorema 1. Ako je red kovergentan tada ostatak reda tezi nuli kada n tezi
beskonacnosti.

U nastavku ¢emo se baviti samo redovima sa nenegativnim ¢lanovima.

Definicija 3. Tacka a € RU{—00, 40} je tacka nagomilavanja niza (ap)nen
realnih brojeva ako se u proizvoljnoj okolini te tacke nalazi beskonacéno mnogo
élanova niza (ap)nen.

Definicija 4. Nagveéa tacka nagomilavanja niza (ap)nen realnih brojeva

naziva se limes superior niza (ap)nen @ 0znacava se sa limsup a,,.
n—-+oo
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Definicija 5. Najmanja tacka nagomilavanja niza (a,)nen realnih brojeva

naziva se limes inferior niza (an)nen @ 0znacava se sa liminf a,,.
n—+oo

Primetimo da limes superior i limes inferior niza uvek postoje dok grani¢na
vrednost niza ne mora uvek postojati.

Teorema 2. Neka za niz (ap)nen realnih brojeva vazi

liminf a,, = limsupa, = a € R.
n—-+4oo n——+oo

Tada je niz (an)nen konvergentan i vazi

lim a, = a.
n—-+o0o

Jasno je da uvek vazi liminf a,, < limsupa,,.
n—+00 n—-+oo

Teorema 3. Ako monotoni niz realnih brojeva ima konvergentan(divergentan)
podniz tada je i sam konvergentan(divergentan). U slu¢aju konvergencije, kon-
vergira ka istoj granici kao 1 podniz.

Teorema 4. (O dva policajca)
Neka za realne nizove (Ly)nen, (Sn)neN @ (Dn)nen 2za svako n € N vazi

L, <5, < Dy

lim L, = lim D, =c€R.

n—oo n—oo
Tada je i
lim S, =c.
n—oo
Definicija 6. Beskonacan proizvod ai - as - ... - Gy - ... pozitivnih brojeva u
oznact

+oo
I e
n=1
kazemo da konvergira ako red
+oo
E In Qg
n=1
konvergira.

Teorema 5. (Osnovna teorema aritmetike) Svaki prirodnan broj n > 1
moZe se na jednistven nacin prikazati kao

n=pps? ... prF,
gde je k € N i ay,...,ar € NU{0} a brojevi py, ..., pr su prosti i razliciti.

Definicija 7. Funkcija 7 : (1,400) — N daje broj prostih brojeva u intervalu
(1,z], =>1.
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2 Konvergencija i sumiranje

Posmatrajmo red
f 1
km
k=1
za neko realno x. Za one vrednosti x za koje taj red konvergira, mozemo uspo-

staviti neko pravilo po kome ¢emo svakom x dodeliti sumu odgovarajuceg reda.
Vrednosti x za koje pomenuti red konvergira daje sledece tvrdenje.

Teorema 6. Red
+o00
1
D=
k=1
kovergira za x > 1 a divergira za x < 1.

Dokaz. Neka je najpre x > 1. Tada za k = 2,3, ... vazi da niz

1 1 1
S = 1 _— —_— s
k + o + 3 + .+ e
parcijalnih suma konvergira. Zaista,

Sy =t [t ) (ot b et b (e ) ot

+ S— ! TR SSUCLNTENTUS
(2k71)x (21671)1 +1 (2k _ 1)x - 2oz VE A (2k71)m
=1+ + ...+ ! < ! = 2
- 9z—1 (2k—1)m—1 1— 2ml_l T 9z—1_1°
Odavde dobijmo da je
230—1
Speo1 < ooy

pa prema tome nasli smo podniz niza delimi¢nih suma koji je rastudi i ogranic¢en
odozgo pa samim tim i konvergentan, odakle sledi i konvergencija niza parcijal-
nih suma pa i samog reda.

Neka je sada x < 1. Tada iz k* < k dobijamo da je k% > %, pa imamo da je

Sucmt (R ) (e et D) (B i)
2@ 3* 4z hr 6T 7T 8 15%
+< L, : ...+1>
(zkfl)x (21@71)1 +1 (2k _ 1)9:
ST N ) P CSE D B
2 3 4 5 6 7
1 k41

+ 8 15
Y — ! b > 12ty o
P N G I RN OIS ) R ok = 3




Dakle, dobili smo da je

1
52"—1 2 5(1 + k), Vk‘ 6 N

i kako je niz (k—;rl)k ¢y Dheogranicen odozgo, sledi da niz parcijalnih suma ima
podniz koji divergira pa onda i sam niz parcjalnih suma divergira, odakle sledi

tvrdenje teoreme. O

Red za x = 1 naziva se harmonijski red. Naziv ovog reda potice od ¢injenice
da su njegovi ¢lanovi, pocev od drugog, talasne duzine harmonika vibrirajuce
zice muzickih instrumenata. Takode, pocev od drugog ¢lana, svaki ¢lan reda je
harmonijska sredina susednih ¢lanova. Za x > 1 ovaj red se naziva hiperhar-
monijski. Cinjenica da divergira za z = 1 je bila poznata jos Ojleru’ koji je
prou¢avao kovergenciju za relane brojeve ali je tek Riman? posmatrao red za
kompleksne argumente. Napomenimo da je na taj nacin, pod izvesnim uslo-
vima, definisana Rimanova Zeta funkcija. U ovom ¢lanku ée biti izracunate
neke vrednosti te funkcije na zanimljiv i dosta nestandardan nacin.

Napomenimo jos samo da je za Rimanovu Zeta funkciju vezan i jedan od
najtezih matematickih problema koji privlaci matematicare jos od 1859. godine
kada ga je formulisao Riman u jednom svom radu koji se bavio pitanjem broja
prostih brojeva ispod zadate granice.

Taj problem se naziva Rimanova hipoteza i tvrdi da sve netrivijalne nule
Rimanove Zeta funkcije imaju realan deo jednak 1/2.

Do sada je za vise od 15 milijardi nula Rimanove Zeta funkcije provereno
(naravno uz koris¢enje moénih rac¢unara) da se nalaze na pravoj Re(z) = 1/2 u
kompleksnoj ravni.

Veliki broj znacajnih matematicara danasnjice je dalo dokaz ovog tvrdenja
u kojima je nadena greska.

Rimanova hipoteza je na listi od sedam Milenijumskih problema koje je
sastavio matematicki institut Klej (Clay Mathematics Institute of Cambridge,
Massachusetts-CMI). Za reSavanje ovih problema je ponudena nagrada od milion
dolara.

Prethodna teorema nam daje pravo da damo slede¢u definiciju.

Definicija 8. Funkcija ¢ : (1,400) — R definisana sa
=1
C(z) = Z =
k=1
naziva se realna Rimanova Zeta funkcija.

Sada éemo izracunati vrednost ((2).

Teorema 7.
S
k6
k=1

ILeonhard Euler (1707-1783), svajcarski matematicar
2Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), nemacki matematicar
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Dokaz. Neka je 0 < z < 3 proizvoljno. Tada iz
0 <sin(z) < x < tg(x) < +o0
imamo da vazi
1 < 1 <
te2(0) 2% sin’(a)

s

, 2) na 2", n € N jednakih delova i ozna¢imo podeone
k=1,...,2" — 1. Tada imamo da je

0< < +o00.

Podelimo interval (0

tacke x = 2n,

1 < 1 < 1
tg?(zr) Ii sin? (k) ’

pa sumiranjem dobijamo da je

2" 1 2n-1 2l
kZ:l tg < Z x% < Z sin?

Odavde elementarnim transformacijama trigonometrijskih funkcija dobijamo
on_1 1 2" —1 2" 1
)Y
1;1 (51n2(xk) Z ; sin?
§to je ekvivalnetno sa
271 271 2" 1
1 > n 1 1
— | 2" -1)< = < w2
e 2 & e
Definisimo niz (L, )nen sa
=Y o
- w2\
= sin”(zy)
Ovaj niz ¢emo izracunati rekurentno. Primetimo najpre da vazi jednostavna

relacija
1 1 4 T
+ = , Yz e (0, 7> .
sin®(z)  cos?(xz)  sin?(2z) 2

Kako su podeone tacke simetricne u odnosu na tacku z9n»—1 dobijamo da je

1 1 1 1 4
+ _ i - . kefl,..2"—1).
sin®(zg)  sin®(% —xy)  sin®(zy) cos?(zx)  sin®(2ay) { )

Odavde, sumiranjem od indeksa 1 do indeksa 2"~! — 1 tj. do tacke koja je
prva pre sredi$nje tacke intervala i koristeéi da su tacke 2xj tacke iz prethodne
podele, dobijamo rekurentnu relaciju

Ln=4L, 1 +2, VneN,
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gde je sabirak 2 dobijen jer nije racunata srediSnja tacka xgn-1.
Vrednost L; dobijamo trivijalno kao L = Wl(l) = 2. Niz (L, )nen nalazimo
4

sukcesivnom zamenom unazad na sledeci naéin:

L,=4L, 1+2=4(4L, 2+ 2)+2=
AL, 944242

=420, 3 +2)+4-242= . =4""1L; 447224 42. 2441 . 242
n—1 n—2 2 1 4" -1 2 n
== AL 24" L 2 Al 1) = 25— = (47 - 1),

Dakle, imamo da vazi
2

Sada smo dobili da je

<
9 gnt122 g o
T N T L N - |
)@ )< e Y < S )
k=1
<
2™ -1

1 1 1 1 1 2
2 Z 2
=1

Odavde po teoremi o dva policajca dobijamo da je

2" —1 2

Kako je niz parcijalnih suma reda
+00 1
>
k=1

rastuéi niz pozitivnih brojeva a ovo jedan njegov konvergentan podniz sledi da
i niz parcijalnih suma konvergira ka istoj grani¢noj vrednosti tj.

+
8

1 2

2 6 :

b
I

1



Dakle sada znamo da je ((2) = % . Analognim postupkom, uz malo vise
racuna mozemo naéi i vrednost ((4). Preciznije, vazi sledeéa teorema

+
8
) -
3
i

Teorema 8.

b
Il
—

)na 2" n € N

Dokaz. Kao i u predhodnoj teoremi, podelimo interval (O, 5

jednakih delova tako Sto ¢emo definisati podeone tacke

k
o=~ Wke{l,.,2" -1}, VneN.
22n
Sada imamo da za svako k € {1,...,2" — 1} i svako n € N vazi
B
tg* (k) '

< J—
xy - sin*(xy)
Poslednja jednakost, nakon elementarnih transformacija, je ekvivalentna sa
1 2 1< 1 < 1
sin(zy,)  sin®(zy) xp  sint(zy)’

Sada, sumiranjem od indeksa 1 do indeksa 2™ — 1 dobijamo da je
on_q on_q
-2 2" —1 <
IR D DL SRS DD DE

=1 si

0<

Definisimo nizove (L, )nen 1 (Dn)nen sa

=1 bln 1 Sln

Sada se predhodna nejednakost svodi na
2" —1
Vn € N.

4
m n
24(n+1) (D — 2L, +2 Z k4 24(n+1) s

Dalje, za svako x € (0, §) vazi da je
1 1 16 8

 sin?(22) - sin?(2z)

1 i dodavanjem vrednosti sa

sin?(z) + cos?(z)

Odavde, sumiranjem od indeksa 1 do indeksa 27!
kojom ucestvuje sredisnja tacka, dobijamo uz koriséenje vrednosti niza (L, )nen

iz prethodne teoreme da je
16

o7



D, = 4.

Pritom smo koristili i da su tacke 2z tacke iz prethodne podele. Niz (Dp,)nen,
kao u prethodnoj teoremi dobijamo sukcesivnhom zamenom unazad. Dakle,

4
D, = 15(24n+1 +5-4"—-7), VneN

Odavde dobijamo da je

At (13 6 1 1 =
E (8 + 92n+3 ~ odnt+4 3.92n+2 + 3. 24n+2) < Z L4’ Vn € N.
k=1

2" —1

1 47t (1 ) 7
Zk4<45(8+22n+4_24n+4>’ vn € N.

Kako niz na levoj strani tezi ka g—; kada n tezi beskonacnosti kao i niz da desnoj
strani, po teoremi o dva policajca zaklju¢ujemo da je

2" —1

. 1 2
B D =g
k=1
Kako je niz parcijalnih suma reda
>
1.4
k=1 k

rastuéi niz pozitivnih brojeva a ovo jedan njegov konvergentan podniz sledi da
i niz parcijalnih suma konvergira ka istoj grani¢noj vrednosti t;j.

=1 - m

Kt 90
k=1

O
U nastavku ¢emo izrac¢unati ¢(6).
Teorema 9.

“+oo

L_m

kS 945
k=1

Dokaz. Dokaz sprovodimo analogno. Podelimo interval (0, %) na 2",n € N
jednakih delova i defini§imo podeone tacke

T k

= —— 1,...,2" —1 .
5 on vk e {1, ..., }, VneN

Ty
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Sada imamo da za svako k € {1,...,2" — 1} i svako n € N vazi

1 1 1
<— < ——F—— < +o0.

0<
tgl(ar) " sin®(ay)

Poslednja jednakost, nakon elementarnih transformacija, je ekvivalentna sa

1 3 4 3 1< 1 1
sin(zy)  sin*(zg)  sin®(zp) ) sin®(zp)’

Sada, sumiranjem od indeksa 1 do indeksa 2" — 1 dobijamo da je

2" —1 2" —1 2" —1 2" —1

2" —1
1 3 3 1 1
e e D = @D <Y <Y
Pt sin®(zy,) Pt sin? () Pt sin?(zy,) P z9 P sin® ()

Prostim sredivanjem dobijamo da vazi i

1 n 1 64 48 Vi € (0 7r)
= - Y x [P *
6(z)  cos®(z) sin®(2z) sin?(2z) 2

sin

Definisimo niz (F,)nen sa

pt sin(z,)

Odavde, sumiranjem od indeksa 1 do indeksa 2"~ ! —1 i dodavanjem vrednsti sa
kojom ucestvuje sredidnja tacka, dobijamo uz koriséenje vrednosti niza (Dy, )nen
iz prethodne teoreme da je

64
Foi1 =8+ 64F, — = (2*"t +5.4"~7), VYneN

F; =8.

Analogno kao u prethodnim teoremama, sukcesivnom zamenom unazad, dobi-
jamo uz malo viSe racuna niz (F),),en, eksplicitno odredjen sa

8
F, = OIF (21 92ntl 4 @2n+l 4 91 . 16" — 71), VneN.

Odavde, analogno kao i u prethodnim teoremama, koriséenjem izracunatih ni-
zova (Ly)nen 1 (Dy)nen 1z prethodne teoreme, posle sredivanja izraza i prime-
nom teoreme o dva policajca, dobijamo da je

Lo
Pt k 945
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Izra¢unavanje veéih vrednosti Rimanove Zeta funkcije izlozenim algoritmom
se znatno komplikuje.
Moze se dokazati da vaze slededi rezultati:

=1 8
8) = — = = 1.00407...
<(®) kz::l k8 9450 ’
+o0o 1 10

T
¢(10) =Y 10 = gaggg = 1000994

+oo 12
1 6917
12) = — = ———— = 1.000246...
y ) kz=1 k12 638512875 ’
+oo 14
1 2
¢(14) ]; k14 18243225 00006

Postavimo zato sledeéi, naizgled nevezan problem sa datom tematikom.

Zadatak 1. (Modifikovani problem Cebiseva®)
Na slucajan nacin se biraju dva prirodna broja a i b iz skupa {1,...,n},n € N.
Koja je verovatnoéa da su oni uzajamno prosti?

Resenje. Koristi¢emo se ¢injenicom da su dva prirodna broja uzajamno
prosta ako i samo ne postoji prost broj koji deli oba broja istovremeno. Neka je
m(n) najveci prost broj iz skupa {1,...,n} i neka su As,..., A, () redom dogadaji
da su dva sluc¢ajno izabrana broja iz ovog skupa deljiva redom sa 2, 3, 5, ..., m(n).
Tada imamo da je trazena verovatnoca g, jednaka

m(n) m(n)

P(Ag‘ o AC ) = P(AS).--P (AC ) = (1= P(A2)) (1= P(Apemy)) -

Sada, iz nezavisnosti izbora brojeva, koristeéi ¢injenicu da u skupu {1,2,...,n}
brojeva deljivih sa i € {2,3,5,...,m(n)} ima [2] dobijamo da je

P(A;) = ﬂ . ﬂ = ﬂ i Vi € {2,3,5,....,m(n)}.
n n n ) ) ) ) )
Trazena verovatnoca je
Gn = 11 (1 - ([7])2) A
1€{2,3,5,...,m(n)}
Vezu izmedu dosadasnje price i prethodnog zadatka daje slede¢a teorema.
+oo +oo
1 1
() -2
k=1

_ L
k=1 Py

Teorema 10.

gde je (pr)rken niz prostih brojeva i x > 1.

3Pafnuty Lvovich Chebyshev (1821-1894), ruski matematicar
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Dokaz. 1z poznatog razvoja imamo da vazi

L1 + ! +...+ - +
R L A DL
Oznagimo sa PV proizvod konaé¢nog broja takvih redova, koji odgovaraju svim
prostim brojevima koji ne prelaze N € N. Tada je

P = 1] 1%

<N Py

Kako su ovo redovi sa nenegativnim ¢lanovima tada je njihov proizvod P kon-
vergentan red ¢ija je suma jednaka proizvodu suma svakog reda pojedinacno.
Kombinujuéi proste brojeve pr < N, medusobnim mnozenjem ovih redova, kori-
ste¢i osnovnu teoremu aritmetike, dobijamo u imeniocima sve prirodne brojeve
k < N stepenovane sa z i jos neke koji su veé¢i od N. Preciznije, imamo da je

PN _ 1 &K1 = 1
R | o) DE - D DR
P <N Py k=1 k=N+1

[e3 [e3
k=p3 1 pSN
aq,...,any ENU{0}

Sada imamo da je

N 1 +o0 1 +oo 1
(N) _ il il il
D D) =1 D D D Dl -
k=1 k=N+1 k=N+1
k:p‘l"l p}c:rN

ay,...,any ENU{0}

Kako je red > k% konvergentan, ostatak tog reda tezi nuli kada N — +o0o,
prelaskom na grani¢nu vrednost u prethodnoj nejednakosti kada N — 400
dobijamo trazenu jednakost. O

Posledica 1. Za niz prostih brojeva (pg)ren vazi
+o0 . 1 B 6

H T2 ) T a2
k=1

Dokaz. Uprethodnoj teoremi stavimo x = 2. Tada po prethodno izlozenom
imamo da je

Iz jednakosti

sledi tvrdenje. O
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Posledica 2. Red
+oo
> o
Y
w1 Pk
gde je (pr)ken niz prostih brojeva, divergira.

Dokaz. Stavljajuéi sada da je x = 1 imamo da vazi

1 N1
PV = 1] 1_i>kz_1g.

PN Pk

Sada imamo da je beskonacan proizvod

-
1
k:11_p7c

divergentan i tezi ka +o0o kada N — +oc0. Odavde imamo da je
“+o0
1
11 (1 - ) =0.
b1 Pk

Pretpostavimo suprotno, da je red ) pik konvergentan. Posmatrajmo red
“+oo
1
S (1 - > |
k=1 Pr
In (1 — 1%)
B ./ |

1
Pk

Kako je

lim
n—oo

)

tada iz pretpostavke da red ) pik konvergira sledi i konvergencija reda

+00 1
Z In{1l——
1 Pk
pa po definiciji konvergencije beskona¢nog proizvoda imamo da i
+oo < 1 )
(-~
k=1 P

konvergira, $to je kontradikcija. Dakle, vazi
00 1

Z = +00.

k=1 Pk
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Primetimo da iz prethodne teoreme sledi da prostih brojeva ima beskonac¢no
mnogo. Zaista, ako bi prostih brojeva bilo kona¢no mnogo, tada bi red

konvergirao, jer bi imao samo kona¢no mmnogo ¢lanova, $to je po prethodno
dokazanom netacno.

Nadimo sada asimptotsko ponaSanje verovatnoce g, iz modifikovanog pro-
blema Cebiseva kada se n negranieno uveéava. Za proizvoljno m € N vazi

B 1

3s

<

Sl

1
m
Sada, odavde imamo da vazi
w(n) 2
1 (%]
I(eg)s I ((2)) o
i=1 v i€{2,3,5,....,m(n)}
i da vazi
21\ 1 1)
11 (1‘(n < I (-G @
1€{2,3,5,...,m(n)} 1€{2,3,5,...,m(n)}

Za proizvoljno fiksirano [ € {1,...,n— 1} neka je, kao i ranije, m(l) najvedi prost
broj iz skupa {1, ...,1}. Tada mozemo izvrsiti procenu

2 2
1 1 1 1
1 (1—(.—>>< 1 (1—(.—)). 3)
1 n (3 n
1€{2,3,5,....,m(n)} 1€{2,3,5,....,m(1)}

Iz (1) i posledice 1. dobijamo

cme( T (1-(4))

i€{2,3,5,....,m

1z (2) i (3) dobijamo
2] 2 m(1) 1
lim su 11— < 1-—=.

1€{2,3,5,....,m(n)}
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Prelaskom na grani¢nu vrednost kada [l tezi beskona¢nosti dobijamo, koristeéi
posledicu 1. i teoremu o dva policajca, da je

L = lim inf H 1— ﬂ : =
€(2)  modeo | n
1€{2,3,5,...,m(n)}

(T (1))

1€{2,3,5,....m

Odavde po teoremi 2. imamo da je

. o BN
dpe= w11 )}(“(J) O

1€{2,3,5,...,m(n

Problem iz zadatka smo nazvali modifikovani problem Cebiseva jer je origi-
nalni problem bio: ”Odrediti verovatnoéu da nasumiéno izvucena dva prirodna
broja iz skupa N budu uzajamno prosta.”

Problem izgleda jasno i precizno postavljen. Ali to je samo na prvi pogled,
jer nije precizirano koja je verovatnoca izvlac¢enja konkretnog prirodnog broja
n € N.

Ovakva i slicna pitanja su razvile aksiomatsku Teoriju verovatnoca, koja
danas predstavlja veliki deo savremene matematike. Od interesa je bilo nadi
asimptotsko ponasanje verovatnoce g,, kada n neogranic¢eno raste jer se tada vidi
veza ovog problema sa Rimanovom Zeta funkcijom. Ako bi postojao lim, .~ g
to ne bi znacilo da je ta vrednost verovatnoca da nasumi¢nim biranjem dva
prirodna broja iz skupa prirodnih brojeva, izaberemo uzajamno proste brojeve.
U istoriji matematike, ¢esto su problemi ovog tipa reSavani na pomenuti na¢in
§to je u kontradikciji sa aksiomatikom Teorije verovatnoca.
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